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1. はじめに
　画像処理、結晶成長現象を記述するためにしばしば用いられる全変動流型方程式に
ついて、その数学解析の進展について述べる。

1.1. 全変動流方程式の特徴

全変動流方程式は、狭義には全変動エネルギーのL2勾配流を表す偏微分方程式のこと
を指すことが多い。式で書くと

ut − div(∇u/|∇u|) = 0

となる。スカラー関数 u の時間微分 ut が、全変動エネルギー

E1(u) =

∫
Ω

|∇u|dx

の L2 勾配 (δ/δu)E1(u) のマイナスに等しいことを表している。ここで Ω は N 次元の
領域を表している。∇u は u の勾配、すなわち ∇u = (∂1u, . . . , ∂Nu), (∂/∂xj)u = ∂ju

を表し、divX はベクトル場 X = (X1, . . . , XN) の発散を表す。また q ∈ RN に対し
て |q| はユークリッドノルムを表している。一般に 1 ≤ p < ∞ に対して p -ディリク
レエネルギー

Ep(u) =
1

p

∫
Ω

|∇u|pdx

を考えると、その L2 勾配 (δ/δu)Ep はいわゆる Ep のオイラー・ラグランジェ作用素
である。実際、

d

dt
Ep(u + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φ dx

がすべての φ ∈ C∞
c (Ω)（台コンパクトな滑らかな関数全体）で成り立つため

⟨(δ/δu)Ep, φ⟩L2 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇φ dx

となる。φ は任意なので、部分積分により形式的には

(δ/δu)Ep(u) = − div
(
|∇u|p−2∇u

)
日本数学会：2019年度年会（於：東京工業大学）実函数論分科会・特別講演, 実函数論分科会アブスト
ラクト集掲載原稿
本研究は科研費 基盤研究 (S) (課題番号: 26220702)、挑戦的研究 (開拓) (課題番号: 18H05323) の助成
を受けたものである。
2010 Mathematics Subject Classification: 35K69, 49L25
キーワード：全変動流方程式, ファセット, 粘性解, 有限時間消滅

∗〒 153-8914 東京都目黒区駒場 3-8-1　東京大学 大学院数理科学研究科
e-mail: labgiga@ms.u-tokyo.ac.jp
web: http://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~labgiga/



を得る。ここで L2 内積を

⟨f, g⟩L2 =

∫
Ω

fg dx

で定義した。Ep の L2 勾配流 ut = −(δ/δu)Ep(u) は

ut − div
(
|∇u|p−2∇u

)
= 0

となる。p = 2 のときは熱伝導方程式にほかならない。p = 1 のときが、全変動流方程
式になる。方程式は大雑把には拡散型であり消散型であるが、p によってその性格が大
きく異なる。
まず p > 2 のときは |∇u|p−2 の部分を熱伝導係数とみると ∇u = 0 のところで退化
している。つまりゼロになっている。これに対し、1 < p < 2 では、それは ∇u = 0 の
ところで無限大になっている。拡散が特異となっているといえる。p = 1 の場合もそう
であるが、p = 1 の場合はさらに ∇u の方向に拡散は退化している。いいかえると u

の等高面に垂直な方向には拡散効果はない。
全変動流方程式の場合、拡散の特異性が強く、実は ut が u の微分のような局所的な
量で定まらず、いわゆる偏微分方程式ではない。そのことをみるために1次元の問題

ut − ∂x(sgnux) = 0

を考える。sgnσ は σ > 0 で 1、σ < 0 で −1 をとる符号関数とする。形式的にはディ
ラックのデルタ関数を用いて

ut − 2δ(ux)uxx = 0

となり、傾きがゼロのところで拡散係数は大きく、傾きがゼロでないところでは拡散係
数がゼロであることがわかる。しかし、測度の引き戻しである δ(ux)は超関数としても
定義できない。例えば、図1のような u = u(x, t) はどのように動くのが自然であろう
か。仮に平らな部分（ファセット）が曲がったり分裂したりしないとすると（ファセット

( ) ( )

= ( , )

図1

維持の仮定）、ut は区間 ((a(t), b(t))で一定になる。方程式の両辺を ((a(t) − ε, b(t) + ε)

(ε > 0) で積分すると ∫ b+ε

a−ε

utdx =

∫ b+ε

a−ε

(sgnux)xdx

を得る。ここで ε ↓ 0 とすると

ut(b− a) = lim
ε→0

(sgnux(b + ε, t) − sgnux(a− ε, t)) = −1 − (+1) = −2



つまり ut = −2/ファセット長 となり、速度は非局所的な量となっている。この原因は
エネルギー E1 の密度が q = ∇u に対して q 7→ |q| という関数であり、凸ではあるが原
点で微分不能であることによる。他の p -ディリクレエネルギーの勾配流と大きく異な
る点である。この全変動流方程式の解が、より滑らかな問題（例えば |q|を (|q|2 + δ)

1/2

で近似した問題）の解で近似して得られるとすると、N ≥ 2 ではファセットは必ずし
も維持されず「ファセット維持の仮定」は N = 1 の場合を除いて一般には不自然であ
る。解をどう定義するかは次節で述べる。

1.2. 全変動流型方程式の例

一般にエネルギー密度が凸ではあるが微分不能であるエネルギーの何らかの変分を含
む方程式を、全変動流型方程式ととりあえず呼ぶことにする。このような方程式の例
をいくつか挙げる。結晶成長分野では、特異な表面エネルギーの変分が現れる問題が
典型的である ∗。いわゆるラフニング温度より低い場合の現象に対応している。
その中には結晶表面を高さ関数 u で表した

ut −
√

1 + |∇u|2 div (∇u/|∇u|) = 0

や、さらに表面エネルギーを一般化したクリスタライン平均曲率流方程式がある。こ
の方程式の特徴は ut = div(∇uの関数) とは書けず、非発散型である。またH. Spohn

(1993) により提唱されたように、結晶表面のファセットを伴う緩和過程を現すモデル
として4階の全変動流方程式

ut + ∆ (div (∇u/|∇u|)) = 0

や、その一般化である

ut + ∆ div
(
∇u/|∇u| + a|∇u|r−2∇u

)
= 0 a ≥ 0, r > 1

がある。これらは 4階ではあるが、冒頭の全変動流方程式と同様に発散型である。実
際、前者は負指数のソボレフ空間 H−1 での全変動エネルギーの勾配流とみなせる。
全変動流方程式は画像からノイズを除くためにL. Rudin, S. Osher, E. Fatemi (1992)

により提唱されている。この場合 u は濃淡関数（グレイレベル）であり、初期値は元
画像、t はスケールパラメータである。画像処理分野では色調からノイズを取り除く方
程式として、全変動写像流方程式（1調和写像流）もB. Tang, G. Sapiro, V. Caselles

(2000) により提唱されている。それはベクトル値の全変動流であるが、値が Rm の中
の多様体 M（この場合は R3 内の単位球面）に束縛されている。方程式は

ut − div (∇u/|∇u|) − |∇u|u = 0

となる。ただし u : Ω → S2 ⊂ R3 である。同じ方程式をエネルギー Ep で考えると

ut − div
(
|∇u|p−2∇u

)
− |∇u|pu = 0

となり、p = 2 のときは球面値の調和写像流としてよく研究されている。
再び結晶成長分野に戻るが、小林-ワレン-カーターモデル（KWCモデル）が相分離
の問題で用いられることがある。この方程式はオーダーパラメータとの連立であるが、
その根幹部分は全変動写像流方程式で束縛多様体 M は回転群 SO(3) となっている。

∗結晶表面が曲線とみなせる問題の数学解析の入門書として、例えば矢崎成俊, 界面現象と曲線の微
積分, 共立出版 (2016) が挙げられる。



2. ファセットとその速度
　全変動流型方程式では、まずその解の定義から問題になる。凸汎関数である全変動エ
ネルギーの勾配流とみなせる方程式については、極大単調作用素論を用いる方法が有
効である。この理論は、高村幸男 Y. Kōmura (1967)により創設され、H. Brezis (1973)

らによって大きく発展した抽象論である。H を内積を ⟨ , ⟩H とする実ヒルベルト空間
とし、E : H → R ∪ {+∞} を凸関数で下半連続とし、E が恒等的に無限大にはなって
いないとする。D(E) を E(u) が有限となる u 全体とし、E の定義域という。また、微
分の代用として劣微分

∂E(u) = {f ∈ H | E(u + v) − E(v) ≥ ⟨v, f⟩Hがすべての v ∈ Hで成立}

を定義する。∂E(u)は凸閉集合で、1点とは限らない。例えば、H = Rとし、E(x) = |x|
とすると ∂E(0) = [−1, 1] となる。∂E(u) の中で原点に最も近い元を、∂E(u) の標準制
限（または最小断面）といい (∂◦E)(u) で表す。すなわち

∂◦E(u) := argmin {∥f∥H | f ∈ ∂E(u)} .

∂E(u) が空でなければ、この元はただ一つ定まる。勾配流は ut ∈ −∂E(u) とみなす。
この方程式についてのY. Kōmura (1967) に始まる代表的な結果は次のとおりである。

命題 1. 初期値 u0 ∈ D(E)に対して方程式 ut ∈ −∂E(u)をほとんど至るところの t > 0

で満たし u(0) = u0 となる解 u ∈ C ([0,∞), H) ∩ Lip ([δ,∞), H) (∀δ > 0) がただ一つ
存在する。さらに u は t > 0 で右微分可能で d+u/dt = −∂◦E(u) (t > 0).

この結果のおもしろいところは、方程式に一見曖昧さがあるが、解がただ一つ決ま
るところである。全変動流方程式を周期境界条件で考えよう。すなわち、平らなトー
ラス TN =

∏N
j=1(R/ωjZ) (ωj > 0) 上での関数空間で考える。H = L2(TN) とし、

E(u) =


∫
TN

|∇u|, u ∈ BV ∩H

∞, u ∈ H\BV

と置くと、E は L2(TN) で下半連続となる。ここで BV = BV (TN) は有界変動関数
全体で

∫
TN |∇u| は ∇u の全変動を表す。すなわち∫

TN

|∇u| = sup

{∫
TN

u divφdx
∣∣∣ φ ∈

(
C∞(TN)

)N
, ∥φ∥∞ = sup

x∈TN

|φ(x)| ≤ 1

}
.

E の定義域をいわゆる W 1,1(∩H) としてしまうと、下半連続にはならないことに注意
する。この E を改めて全変動エネルギーと呼ぶ。E の凸性は明らかなので命題1が適
用できて、初期値問題の一意可解性がいえる。

命題 2. H = L2(TN) とする。u0 ∈ L2(TN) に対して、全変動流方程式 ut ∈ −∂E(u)

の初期値問題は、命題 1の意味で時間大域的な解をただ一つ持つ。その解の時間右微
分 u+

t は −∂◦E(u) に等しい。

また第1.2節の例の4階の全変動流方程式を考えよう。平均ゼロの H−1 空間を H と
する。つまり H1(TN) の双対空間の元で定数関数の消滅子全体、すなわち

H = H−1
av =

{
f ∈ H−1(TN) | ⟨f, 1⟩ = 0

}



とする。4階の全変動流方程式は ut ∈ −∂H−1
av
E(u) とみなせ、命題1を用いることがで

きる。すなわち

命題 3. u0 ∈ H−1
av (TN) に対して、4階全変動流方程式の初期値問題は、命題 1の意味

で時間大域的な解をただ一つ持つ。その解の時間右微分 u+
t は −∂◦

H−1
av
E(u) に等しい。

ここで ∂H−1
av
は H−1

av についての劣微分を表す。
勾配流はエネルギーの取り方によるのはもちろんであるが、エネルギーが決まって
も劣微分を取る計量（内積）によって大きく異なることに注意したい。命題 2につい
ては、他の関数空間（L1など）を含めての初期値問題の可解性を含めて、単行本 F.

Andreu-Vaillo, V. Caselles, J. M. Mazón (2004) に詳述されている。また以下の全変動
流エネルギーについての L2 劣微分についても、その特徴づけが述べられている。4階
全変動流方程式とその一般化についての初期値問題の可解性、および劣微分の特徴づ
けについては、M.-H. Giga, Y. Giga (2010), Y. Giga , R. V. Kohn (2011), Y. Kashima

(2004), (2012) による。
命題2の場合の L2 劣微分を計算すると、滑らかなファセット上の劣微分が求められ
る。簡単なため u : TN → R の最小値が m で U =

{
x ∈ TN | u(x) = m

}
が滑らかな

境界を持つ領域とする。全変動エネルギー E の L2 劣微分は

∂E(u)|U =
{

div z ∈ L2(TN) | |z| ≤ 1 a.e. in U, z · ν = 1 on ∂U
}

となる。ただし ν は外向き単位法ベクトルである。これにより、∂◦E(u) の U での値
は次の障害物問題の解を求めればわかる。すなわち

z0 = argmin

{∫
U

| div z|2dx
∣∣∣ |z| ≤ 1 a.e. in U（束縛条件）, z · ν = 1（境界条件）

}
と置くと ∂◦E(u)|U = − div z0 となる。div z0 が定数であることと、ファセット上の速
度が一定であること、すなわち「ファセット維持の仮定」は同値であることが全変動
流方程式の場合にいえる。このため、どのようなファセットの場合にファセットが維
持されるかが問題になる。

定義 1. u に対して div z が定数となる束縛条件と境界条件を満たすベクトル場 z が存
在するとき、U を計測可能 (calibrable) という。（このような z は上述の障害物問題
の最小解となっている。)

1次元の任意の区間や、円や球は計測可能であるが、楕円は円に近くないと計測可能
でないことが知られている。
uの最小値ではなく最大値を含むファセット（内点を持つ等高面）の場合、障害物問題
の境界条件は z·ν = −1となる。uとは独立に一般閉集合 U を考え、χ ∈ C (U c; {+1, 1})

を考え、U 上 χ = 0 と置く。このとき (U, χ) を単にファセットと呼ぶ。このとき障害
物問題の境界条件を z · ν = χ と置きかえる。この境界条件が定義できれば、かなり一
般の場合に z0 が定義できる。

定義 2. U の境界が滑らかとする。（U, χ) の障害物問題の最小解 z0 に対して Λ(χ) =

div z0 を最小発散という。（z0 には任意性があるが、div z0 はただ一つ決まる。)

定理 1 (M.-H. Giga, Y. Giga, N. Požár (2014)). (Ω1, χ1), (Ω2, χ2) いずれも境界が滑ら
かなファセットとする。このとき χ1 ≤ χ2 ならば Λ(χ1) ≤ Λ(χ2) となる。



関数の最大点で 2階微分が非負であることの反映である。証明は、標準制限をレベ
ルベントで近似することにより示される。

Λ(χ) の値であるが、もし U が計測可能で χ ≥ 0 ならば Λ(χ) = |∂U |/|U |（チーガー
(Cheeger) 商）となる。これは、

Λ(χ)|U | =

∫
U

div z0 dx =

∫
∂U

z0 · ν dHN−1 = |∂U |

より明らかである。以下 χ ≥ 0 のファセットについて、いくつかの性質をまとめる。

定義 3. U がチーガー集合であるとは、任意の D ⊂ U に対してそのチーガー商が U

のものより大きいときをいう。

命題 4 (G. Bellettini, V. Caselles, M. Novaga (2002) 2次元滑らかな有界凸領域の場
合、F. Alter, V. Caselles, A. Chambolle (2005) 一般周長有限有界凸領域の場合). U が
チーガー集合であることと、U が計測可能であることは同値である。それは境界の主
曲率の和がチーガー商以下であることとも同値である。

χ が一般の場合については、現在Požár氏と研究中である。
この比較定理 1をもとに、2階全変動流型方程式についての粘性解理論 †（最大値原
理に基づく広義解の理論）が確立されている。N = 1 の場合はファセット維持の仮定
が有効であったので、既にM.-H. Giga, Y. Giga (1998) で確立されている。N ≥ 2 の
場合はファセットが計測可能でないため、さまざまな工夫を要する。例えば解の標準
的構成法の一つであるペロンの方法は使えない。にもかかわらず、以下の一意存在定
理が、比較定理（定理1）と近似により得られる。

定理 2 (M.-H. Giga, Y. Giga, N. Požár (2014)). 初期値 u0 ∈ C(TN) に対して

ut + f

(
∇u, div

(
∇u

|∇u|

))
= 0

を満たす時間大域的に連続な粘性解 u がただ一つ存在する。ただし f は連続で最後の
変数について非増加とする。また初期値 u0 と v0 に対応する解をそれぞれ u, v とす
るとき、u0 ≤ v0 ならば u ≤ v が従う（比較原理）。特に ∥∇u∥∞(t) ≤ ∥∇u0∥∞ がい
える。

第 1.2節の冒頭の非発散型の例に適用可能である。この考え方をさらに推し進める
ことにより、いわゆるクリスタライン曲率流方程式にも粘性解の理論の拡張が可能に
なった。

定理 3 (Y. Giga, N. Požár ADE (2016), CPAM (2018)‡). γ を正斉次1次凸関数で区分
的に1次とする。このとき初期値 u0 ∈ C(TN) に対して

ut + |∇u|f (−∇u/|∇u|, div(∇qγ)(−∇u)) = 0

を満たす時間大域的に連続な粘性解 u がただ一つ存在する。また比較原理も成立する。

†粘性解理論の本格的入門書としては、小池茂昭, 粘性解：比較原理を中心に, 共立出版 (2016) が挙
げられる。

‡引用論文では RN の場合に対して述べられているが、周期境界条件への拡張は容易である。



これは法速度 V = f (n⃗, divΓ (∇pγ(n⃗))) の超曲面 {Γt} の発展方程式の等高面方程式
(Y.-G. Chen, Y. Giga, S. Goto (1991), L. C. Evans, J. Spruck (1991), Y. Giga (2006))

の可解性を示している。γ(q) = |q|, f(n⃗, X) = −X の場合は V = − divΓ n⃗ となり、平
均曲率流方程式にほかならない。ここで divΓ は曲面の表面発散を表す。この結果によ
りクリスタライン曲率流方程式の等高面法が確立された。証明の考え方は定理 2と同
様であるが、γ の特異点を面、辺、頂点といった分類をしなければならないし、また
滑らかなファセットによる近似にも工夫を要する。
注意　γが滑らかでないときの曲面の発展方程式 V = M(n⃗) (− divΓ∇pγ(n⃗) + c(x, t))

についての等高面法は距離関数を用いる方法で、最近 A. Chambolle, M. Morini, M.

Ponsiglione (2017) および、そのグループにM. Novaga (2018) が加わった研究により
確立された。しかし、曲率に対して線形であること、また動的係数 M > 0 がある意味
で凸関数でないと、構造的に適用できない手法である。ただし γ は必ずしも区分的に
線形である必要はないところは優れている。

3. 有限時間での消滅問題
　TN 上での全変動流方程式の解は有限時間で定数に収束し、その後は動かない。初
期値 u0の TN 上での平均をゼロとすると、この性質は保たれる。時刻 T∗(u0) で解は
恒常的にゼロとなり、それは T∗(u0) ≤ SN∥u0∥LN と評価される。ここで SN はソボレ
フ不等式（等周不等式）∥f∥LN(N−1) ≤ SN∥∇f∥L1 (f ∈ C∞

c (RN)) の最良定数である。
実際、N = 2 のとき方程式の両辺に u をかけて積分すると

1

2

d

dt

∫
T2

|u|2dx = −
∫
T2

|∇u|

で
(∫

T2 |u|2dx
)1/2 ≤ S2

∫
T2 |∇u| (

∫
TN udx = 0) を用いれば ∥u∥L2(t) ≤ ∥u0∥L2 − S−1

2 t

を得るのでただちにわかる（N ≥ 3 の場合は、かける関数として uN−1 をとれば同様
の評価が得られる）。
同じ問題を4階全変動流方程式について考えたものが次の結果である。

定理 4 (Y. Giga, R. V. Kohn (2011)). 初期値 u0 ∈ H−1
av に対して、第 1.2節の 4階の

全変動流方程式またはその一般化を考える。N = 4 のとき T∗(u0) ≤ C∥u0∥H−1 とな
る。ただし C は TN の拡大・縮小によらない。一般に 1 ≤ N ≤ 4 のとき 1 ≤ p ≤ ∞,

θ ∈
(
1
2
, 1
]
を

1 +
N

2
= θ(N − 1) + (1 − θ)

(
3 +

N

p

)
となるようにする。このとき

T∗(u0) ≤
∥(−∆)−1u0∥Ẇ−1,p

a

((
1 +

a∥u0∥αH−1

C∗ ∥(−∆)−1u0∥αẆ−1,p

)1/α

− 1

)

が成立する。ただし、a = |TN |1/p, α = 2 − 1/θ とする。ここで C∗ は u0 や TN の拡
大・縮小によらない定数である。また |TN | = ω1 · · ·ωN ,

∥f∥Ẇ−1,p = sup

{∫
TN

fφ dx

∣∣∣∣ φ ∈ C∞
c (TN), ∥∇φ∥Lp′ ≤ 1

}
, 1/p + 1/p′ = 1

と定義している。



証明の考え方. 方程式 ut = (−∆) div (∇u/|∇u|) の両辺に (−∆)−1u をかけて積分す
ると

⟨u, v⟩H−1 = ⟨(−∆)−1u, v⟩L2

なので
1

2

d

dt
∥u∥2H−1 = −

∫
TN

|∇u|

となる。N = 4（かつ θ = 1）の場合はソボレフの不等式とカルデロン・ジグムントの
不等式により

∥u∥H−1 =
∥∥(−∆)−1/2u

∥∥
L2 ≤ A′ ∥∥∇(−∆)−1/2u

∥∥
Lp ≤ Ap∥u∥Lp , 1/2 = 1/p− 1/4

となるので、ソボレフの不等式より ∥u∥H−1 ≤ A4/3S4

∫
TN |∇u| となり、2階のときと

同様に T∗(u0) の評価 T∗(u0) ≤ C∥u0∥H−1 が C = A4/3S4 として得られる。
より複雑な場合は次の補間不等式

∥u∥H−1 ≤ C∗
∥∥(−∆)−1u

∥∥1−θ

Ẇ−1,p

(∫
|∇u|

)θ

を用いる。そのうえで解の ∥(−∆)−1u∥Ẇ−1,p の弱いノルムの増大度評価

d

dt

∥∥(−∆)−1u
∥∥
Ẇ−1,p ≤ |TN |1/p

を用いればよい。詳しくは、Y. Giga, R. V. Kohn (2011) およびY. Giga, H. Kuroda,

H. Matsuoka (2016)を参照のこと。エネルギーの消散、補間不等式、弱いノルムの増大
評価はR. V. Kohn, F. Otto (2002) の粗視化理論にも用いられている。なお、Dirichlet

問題等への一般化は、Y. Giga, H. Kuroda, H. Matsuoka (2016) によるが、ここではこ
れ以上述べない。 2

N ≥ 5 では有限時間で消滅するかはわかっていない。また、4階全変動流方程式に
ついては 2階と異なり、初期値のLipschitz性は保たれず、一瞬のうちに不連続となり
うる (M.-H. Giga, Y. Giga (2010))。

4. その他の話題
　全変動写像流について、近年研究が進んできている。ジャンプが起きない範囲の小
さい局所解の存在は、Y. Giga, Y. Kashima, N. Yamazaki (2004) の研究で始まったが、
最近、大幅に改良された (L. Giacomelli, M.  Lasica, S. Moll (2017))。この解は調和写
像流と同様、有限時間で微分が爆発しうる (Y. Giga, H. Kuroda (2004) R. Dal Passo,

L. Giacomelli, S. Moll (2008), L. Giacomelli, S. Moll (2010))。区分定数の解（定義域1

次元）の場合はY. Giga, R. Kobayashi (2005) で構成されている。ただし、ジャンプは
外的距離（Rm の距離）で測られている。高次元の場合は、空間離散問題の解は必ず
しも元の問題の解ではないが、その一意可解性がK. Taguchi (2018) により示された。
一方、M の測地距離での弱解の構成も研究されている。例えば L. Giacomelli, J.

Mazón, S. Moll (2013), (2014) により S1 値の場合の一意存在性、半球面 (Sm−1)+ で
の存在性が示されている。またL. Giacomelli, M.  Lasica, S. Moll (2019), (準備中) に
より 1次元領域での BV 解の一意性が示されている。一方、区分定数空間離散問題の



場合の時空間離散スキームとして有用とみられる計算法が、Y. Giga, K. Taguchi, K.

Sakakibara, M. Uesaka (2018)により与えられ、スキームの収束速度も評価されている。
さて、有限時間での解の消滅問題は、言い方を変えると、有限時間で定常解に収束
するかどうかという問題ともみなせる。全変動写像流のように束縛条件のある場合は
一般には成立しないことが、ディリクレ問題の場合知られている (Y. Giga, H. Kuroda

(2015))。一方、ジャンプが小さければ有限時間で定常解に収束することが、最近になっ
て示された (L. Giacomelli, M.  Lasica, S. Moll (準備中))。
本稿では境界値問題について触れなかったが、全変動流方程式についてはF. Andreu-

Vailloらの著書 (2004) で、ディリクレ問題、ノイマン問題が詳述されている。最近、
動的境界値問題についても、Y. Giga, R. Nakayashiki, P. Rybka, K. Shirakawa (準備
中)によって、特にファセットの動きについて研究されている。なお、動的境界条件は、
Cahn-Hilliard方程式系でしばしば用いられている。
以上、全変動流型方程式に対して、その基礎からいくつかの話題について述べたが、
決して網羅的なものではない。
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